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PRESENTACTON

En 1590 por iniciativa conjunta del Instituto de Investiga-
cifn para el Mejoramiento de la Educacién Costarricense | IIMEC)
de la Universidad de Costa Rica y de la Facultad de Ciencias
Exactas y Naturales de la Universidad Nacional, se presents, ante
el Consejo Nacional para Investigaciones Cientificas y Tecnoldgi-
cas (CONICIT), el proyecto de investigacién "Plan piloto para el
mejoramiento en la enseflanza de las Ciencias y la Matemtica", el
cual busca promover el desarrollo de formas innovadoras en el
aprendizaje y la enseflanza de las diferentes freasg de las Cien-
ciag MNarurales y la MatemStica.

El proyecto fue aprobado por el CONICIT y cofinanciado con
fondos del préstamo CONICIT-BID y log aportes de la Universidad
de Costa Rica y de la Universidad Nacional. Se integré un equipo
mulcidisciplinario con la participacién de las Escuelas de Quimi-
ca, Fisica, Biologia y Matemdtica de ambas universidades, de la
Escuela de Formacifin Docente de la Universidad de Costa Rica y
del Centro de Investigacidén Docencia (CIDE) de la Universidad
Nacional, <on la coordinaci del IIMEC por la Universidad de
Costa Rica y la Facultad de Ciencias Exactas ¥ Naturales por 1la
Universidad Nacional.

La ejecucifin del proyecto requirié la colaboracidn del Mi-
nisterio de Bducacidén Pablica, mediante la participacién de dos
instituciones de enseflanza primaria y dos de ensefianza secunda-
ria, representadas en la Escuela Repiblica Dominicana (San Jos&),
la Escuela José Ezequiel Gonzdlez Vindas (Heredia), el Liceo
Hodrigo Facio (San José&) y el Liceo Samuel Saénz (Heredia) .

El trabajo conjunto de los docentes de las universidades ¥
de las escuelas y colegios involucrados, favorecif el desarrollo
de una gerie de experiencias innovadoras en la ensefianza aprendi-
zaje en Clencias Naturales y la Matemitica. Algunas de egas
experiencias se presentan en esta publicacién para compartirlas
con la comunidad nacional y en especial con los docentes gque,
desde sus aunlas, se esfuerzan por el logro académico de sus estu-
dianteg.

La culminacidn de este proyecto fue posible graclas a 1la
confianza y al aporte econfmico brindado por el Comsejo Nacional
para Investigaciones Cientificas y Tecnolfigicas, la Universidad
de Costa Rica, la Universidad Macional y el Ministerio de Rduca-
cifn Pidblica, por lo que los docentes des engeflanza primaria,
media y superior participantes, les expresamos nuestro mMAs pro-
fundo agradecimiento a esas entidades y en especial, al CONICIT,
por su interés en gue esta publicacién fuera posible.



NOTA INTRODUCTORIA

En nuestras elases do matemdtica, una queja usual de los estudiantes es la incomprensiin de las
operaciones algebraicas que el profesor realiza en la pizarra y que luego "anima” a los estudiantes a que las
repita. Una parte de la dificultad es la falta de un "significado™ de lo que se esta haciendo, lo que usoaiments
conduce a la ver al aburrmeento de los estudiantes v a la realiracion de operaciones sin sentida,

Es posible subsanar algunos de estos males =i a las oparaciones algebraicas se les dota, por lo menos
inicizimente, de un significado. Se ha enconlrado que algunas figuras geométricas tienen el potencial de hacer
ggnificative akjunos elemantos del Sigebra bisica, como lo sen la suma y la resta de términos semejantes, el
desarrollo de algunas identidades, lactorizaciones simples de trinomios cuadriticos, y ofros temas.

Con este fasciculo presentamos algunas ideas que relacionan la geometria con el dlgebra. para que el
profeser cuente con materiales que hagan mds significative las clases de esta drea de la matemdtica.
Corregponde a un material recopilado de varias fuentes, puesto en un salo documento, revicado en su redaciin
@ ikustraciones, y adaptado. Se ha usado tanto en talleres de capacitacidn de profesores dentro y fuera del
pais, como en el marca del Plan Pioto para e Mejoramiento de ls Ensefanza de las Matematicas y las
Ciencias. Este Plan Piloto buscd, en los afios en que estuvo en ejecucidn, proveer & quienss estuvieron
involucrados en of mismo, de actividades que contribuyeran a hacer no sdlo agradable el aprendizaje. simo de
hacerlo también significativo. Confiamos, pues, en la utilided y provecho que pueda obtener el fector.

Loz Autores
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LOS PRIMEROS CONCEPTOS
DEL ALGEBRA

VISUALIZADOS GEOMETRICAMENTE

Algunos conceptos bisicos del Algebra pueden presentarse en
forma sumamente abstracta a los alumncs y é&sta puede ser la causa
de gran parte de los errores sn gque incurren en el desarrollo de
la misma. Es usual que confundan 2x con ¥ y decir asi que x+x =
x', mientras que x-x = 2x. Estos errores se podrian superar en
gran medida gi recurrimcs al apoyo geométrico al introducir estos
conceptos. Asi, la expresion x° seria el Area de un cuadrado de
lado x, mientras que x seria el drea de un rectdngulo de base 1 y
altura x.

De ese modo, y utilizando el concepto intuitive de suma gue
nos indica agregar o reunir, cendriamos que x+x = 2x, ya que sl &-
rea de un rectingulo de base 1 y alrtura x, unido al drea de otro
rectdngulo de base 1 y altura x, seria el &rea de un nuevo rectsn-
gulo de base 2 y altura x (figura 1) . Mientrag gue, siendo sl Area
de un cuadrade "lado por lado", si este cuadrado tiene un lado de
longitud x, su drea serfia x* 0 sea x'x = x* (figura 2).

FIGURA 1 FIGURA 2



Al darle un contenido geométrico a expresiones como 5x, 6x° ¥
ixy, por ejemplo, =sto nos facilitara luego la explicacidn de las
operaciones con expresiones algebraicas.

A las anteriores expresionesg les podriamos dar los siguientes
contenidos geométricos: 5x podria ser el Area de un rectangulo de
base 5 y altura x [figura 3); 6x podria ser el volumen de un
prisma cuya base es un cuadrado de lado x ¥ su altura es & (figura
4); 3xy podria ser &l volumen de un paralelepipedo de dimensiones
1, x, vy ¥y, respectivamente (figura 5).

3
5x /x V = Sy

o
i

V = 632

Figura 3 Figura 4 Figura 5

Con el significado dado a las expresiones algebraicas del
ejemplo y a otras similares, se podria ilustrar la suma y resta de
los llamados términos semejantes.

Es probable gue la mayoria de los educadores que engefian Ma-
temidtica en la Enseflanza Media y en la Superior, hemos experimen-
tado gue, con mucha frecuencia, los alumnos cometen errores como:
sx + 8% = 13x'; 6x + 5y = llxy, entre otros. Es dificil conven-
cerlos de gue estdn eguivocados si nos quedamos s6lo con la acla-
racidn abstracta, gue suele ser mecanicista y poce convincente. U-

zando el material geométrico veremos Que es Mas natural convencer-



log de su error vy llevarle, en
consecuencia, al resultado correc-
to. Como 5x° representa el volumen
de un prisma de base cuadrada de
drea x* y altura 5, 8x° seria el 13
volumen de otro prisma de adrea de
la base x* y altura 8. Usando de AT
nuevo  la nocidn  fundamencal de 5 Ef==13x2
adicién que implica afladir, poner

un prisma sobre otro regulta may ff;ﬁ
natural y 5x° + BX' se representar-
ia tal ¥ como aparece en la figura
£, o sea, comd =1 wvolumen de un Figura &
prisma de base cuadrada de drea x°

y altura (5+8); o sea, de volumen 13x°.

e

Ahora el alumno aceptard gue 5x + 8x' = 13x*, tal vez sin
discusidn, ya que lo puede "observar” y comprobar gin lugar a du
das.

De manera Zimilar se les puede convencer de gue 5x + 6x =
11x; recordando que 5% seria el drea de un rectingulo de base 5 vy
altura x y gue &x seria &l drea de un rectangulo de base 6 y altu-
ra x, entonces 5x 4+ 6x geria afladir al drea del primer rectianqulo
la del segundo, con lo gque se tiens un nuevo rectingulo de base 11
¥ altura x, cuya drea seria, indudablemente, 11x, tal y como se
ocbsarva en la figura 7.

X 5 & X Bx + 6x = 1l1x

Figura 7

En este momento podemos evidenciar gque 6x + 51, con x4y, no
se pusde expresar como un monamio, ya gue Bx seria el area de un
rectangulo de base 6 y altura x; Sy seria el Area de un rectangulo
de base 5 y altura y¥; como ambas alturas son diferentes, 6x+5y se
representaria de alguna de las dos maneras que ze cbservan en la
figura 8



Figura 8

v por tanto, en ambos casos, 6x + 5y no se puede representar como
el Area de un s&lo rectdngulo y debe guedar expresada come la suma
de las dreas de los dos rectangulos, es decir: 6x + &5y,

Un error gue usualmente los estudiantes comesten al sumar BX +
Sy, es afirmar
gue esta suma
a3 igual a
1lxy. Para
convencerlos
de su eguiwvo-
cacidn podemos
reprasentar &x
como al wolu- ry 7 ;{ Y X
men de un pa- Lﬁ LK y
ralelepipedo 5 ]]
con una bage 6
de Area 6x ¥ Figura 9
altura 1L, 5y
como 21 wolumen de un paralelepipedo de area de la base 5y y al-
tura 1, ¥ 1llxy como un paralelepipedo de drea de la base 11x v
altura vy, y suponienda x = y, tendriamos éx + 5y # 1lxy, tal y
como 2e observa =n la figura 9.

I
'
[ e g

S+

Roceptando que restar una figura de okra es sobreponer una
ssbre la otra (o cubrir una con la otra) y considerar lo gus gqueda
descubierto, podemos garantizar gue 66X - 2x = 4x, como Se puede
observar en la figura 10.



&
Figura 10

Verificamos gue 6x-2y, X > ¥, No puede exXpresarse Ccomo un
monomic, ya gque, como puede observarse en la figura 11, el Area
gue gqueda descubierta no 28 la de un rectangulo.

[
Figura 11

Después de trabajar con unos ejemplos més utilizando el mate-
rial geométricao, el profesor puede entonces dar la regla para su-
mar o restar términos semejantes, sequro de gque ahora el alumno si
la aceptard & interiorizard debidamente.

Al presgentar actividades como &sta, 28 necesario gque 1 pro-
fegor tenga presente sus limitaciones. En la resta por ejemplo, el
coeficiente del minuendo siempre debe ser mayor al del sustraendo,
pues de lo contraric el resultade seria un ndmerc negativo y no
tendria significado geométrico, a menos gue se establezca un con-
venclonalismo apropiado. Ademds al representar 6x-2y, sSe necasita
¥ = ¥, pues de lo contrario se prestaria a confusidn. Sin embargo,
luego de establecer la regla general, puede hacer notar a sus a-
lumnos que estas limicaciones ya no tienen razén de ser y esto le
ayudard a gque ellos comprendan la excelencia de establecer genera-
lidades gue cubran muachos tipos de situaciones.



II

DEMOSTRACIONES GEOMETRICAS

DE ALGUNAS IDENTIDADES

gstudiaremos primero los productos: (a+b)?, la-bi* vy
{a+bieia-b) . Para ellc basta conocer las farmulas del Area del

cuadrado y del rectinguleo para comprender las demostraclones geo-
mérricas de los mismos.

al Desarrollo del producto: (a+b)®

Para visualizar la identidad correspondiente, partimos de la
figura 1:

= - - B = {as+b}®
ab b I
b b B o= a® + Zab + b’
a For lo CLanto:
ath =
al J ab ja+hl* = a* + 2zab + b°
a
a
» a 2]
a + b
Figura 1

se hace wver gue el Area total del cuadrado se puede obtener
de dos maneras: 1) aplicando simplemente la f&érmula del drea del
cuadrado, que en este casc mide de lado. a+b, y 2) como la suma de
las areas de las figuras que lo componen. Como en ambos Casos se
refiere a lo mismo, obtenemos la identidad buscada. Es decir: EL
cuadrado de la suma de dos nimercs es igual al cuadrado del prime-
ro mas el doble producte del primero por el ssgundo més el cuadra-
do del segundo; o sea:

la+h}? = a* + 2ab + B



b)) Desarrollo del producto:
(a-k)®:

Para wvisualizar la identidad
que corresponds a {(a-b}¥, partimos
de la figura de la derecha (Figura
2}, haciendo énfasis en gue =1 area
de la seccidn sombreada es (a-b)*.

Ahora bien, se pregunta cdmo
ge pusde obtener =s5a misma area a
partir del cuadrado de lado & (Area = a%).

Primeramente, al
cuadrado de  lado a 1le
supriminos un rectidngulo
de largo a v ancho b
(Figura 3A, con rayado
VWA . Luego le suprimi-
mos un rectingulo  de

7Z
\.

a

Wx}"

largo a-b y ancho b (Fi- a’-ab at-ab-(a- b)-b
gura 1B, con  rayado —a%-7abs B
FAF4V . Este  rectingulo

a5 de Area {a-b)ebh = ab- (A) (B)

B . Ohsérvese gque el drea Figura 1.

"an blanco" gque gueda es
de Area a’ - Zab + B, pero a la vez es equivalente al Area rayada
eri la Figura 2, por lo gue podemcs escribir:

a + Zab + B = (a-b)*

¢) Desarrollo del producto (a+b)e{a-b)

Para este casc, partamos del cuadrado de lado a y drea a°
(Figura 4A en la siguiente pdginal, recortémosle un cuadrado de
lade b y drea b* (Figura 4B). El Area que gueda serda a'-b (Figura
4] .



al A=a? a bl a =
4 - 32 _ b2
a a
(A) (B) (C)
Figura 4

A la figura gque queda le recortamos @]l rectangulo superior v
lo trasladamos a la derecha segin se muestra en la Figura 5:

[

a+b
Figura 5

Obsérvese entonces que la figura de Area &'-F guedd "trans-
formada"™ en un rectingulo de largo (a+b) v de ancho (a-b) . Podemos
escribir entonces:

{as+b)e{a-b} = a'-p



Otra manera de comprobar esta identidad es utilizande la fi-
gura 6 y observando en ella que a'-b" = a{a-b) + bi{a-b). Luego,
factorizando {(a-b) de la expresidn anterior, obtenemos gue: &’-b
= {a-blei{a+b}, como gueriamos verificar.

ala-b) a-b

L. Figura €

Los procedimientos geométricos desarrellados en las identida-
des anteriores pueden extenderse para probar identidades un poco
mis complejas, tales como:

m) (a+b}® - {a-b)* = 4ab ¥

n) {a+bl? + {a-b}? = 2{a'+b)

Para prcbar la identidad m) seguimos un método similar al
utilizado para la primera identidad. Consideremos la figura 7. En

esta Figura CJLMNO es

L L3 M
T 1] a
Figura 7
s W v
O M




un cuadrado y LP = SW = UQ = RN = PT = MQ = VR = 50. Por tanto
OTuvW es un cuadrado y usando la informacién precedente, podemos
egcribir la igualdad:

(LM)* = 4allLPWs + alJPMOT + allugngR + all1sVRO + allTivW

¥ puesto gque las dreas de 1los cuatro rectingulog son iguales, lo
que se puede verificar facilmente guperponiéndolos, tenemos gque:

LM} ® = 4alJLPWS + allTivw.

Ahora, =i llamamos BPM a4 ¥ LP = b entonces LM = a+b y TU =
a-b, alJLPWS = ab y allTUVW « {a-b}?, por tanto:

la+b)” = 4ab + [(a-b)?
o sea:

la+b)? - {a-B)* = 4ab,
como gqueriamos demostrar.

La figura & es la base para demcstrar la identidad n), o sea
para demostrar que (a+bl’ + (a-b)* = 2(5° + b}, sabiendo que: LO =
GQ:&;HG:T.N:ZY}PDP=W-UZ-D,

o 5

L Q
T S B
U v W
z %

Figura 8

Proponga esta demostracitn a sus alumnos como ejercicio; les
serd de gran provecho.



Obsérvese gue este tipo de actividades constituyen un exce-
lente ejemplo de como puede combinarse la Geometria con el Alge-
bra.

Pasaremos ahora a estudiar las representaciones geométricas
de las férmulas (a+b)? y [(a-b}?.

En estos casocs, como an log anteriores estudiades, se persi-
que gue el alumno no g2 aprenda mecdnicamente estas identidades v
por supuesto que éstas tengan significado para él. Para realizar
esta parte de la actividad, el alumno debe conocer las fdrmulas
del wolumen del cubo y del paralelepipedo. Se utilizardn para la
interpretacidn geométrica de lag identidades en cuestifn las for-
mas representadas en la Figura 5.

(a) | (b)

| a
E la+b
’.-= ,I‘!-
8 i a
i/; at+h a+b a
o ) U)]
i a-b
H a
! IF'I-'
2 a-b
b b
Figura 9
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Vamos a utilizar para esta actividad una forma (a), una forma
{b), una forma (e¢), tres {(d) y tres (&), para mostrar que:

{asb)? = a* + Ja*h + 3a8 + B,

En efecto, e puede verificar gue el cubo de arista (a+h) v
valumen (a+bk}® ge puede rellenar con un cubo de arista a, un cubo
de arista b, 3 paralelepipedos de base cuadrada & vy altura b y 3
paralelepipedos de base cuadrada b y altura a.

La prueba de gue (a-b)* = & - 3a'b + 3ab® - B se puede com-
probar haciendoc el siguiente experimento: wverifigue gue la canti-
dad de arena fina gue le cabe al cubo de arista {a-b) mds la can-
tidad de arena gue le caben a 3 paralelepipedos de bage cuadrada
& v altura b, m&s la cantidad gue le cabe al cubo de arista b, es
exactamente la misma gue le cabe al cubo de arista a ¥y a 3 parale-
lepipedos de base cuadrada b y altura a, o sea:

Voluman del cubo de arista (a-b) + volumen de 3 parale-
lepipedos de base b* y altura a + volumen del cubo de
arista b = wolumen del cubo de arista &4 + volumen de 3
paralelepipedos de base b* y altura a, o sea:

(a-b" + 38°b + B = a + lab
¥ esto &8 egquivalente a;
{a-bl* = & - 3&hb + 3ab* - &
coma gqueriamos poner en evidencia.
Mo es necesario insistir en gue actividades de este tipo no
s6lo ayudan eficazmente a los alumnos en gu aprendizaje, sino que
convierten el ambiente de clagse en un lugar ameno y divertido,

rompiéndcose la monotonia y despertando el interés de los alumnos
por la Matemdtica.



lumno, manipulando las figuras geométricas,

III

VISUALIZANDO EL CUADRADO

DE UN TRINOMIO

El objerivo gue se persigue con esta actividad es que el a-
constate gque las si-

guientas identidades son ciertas:

1)
2)
3)
4]

(x+p+2)? = X+ + 2 +2Xp+2 X242z

(x-p-2)? = x4y 42'-2xy-2XZ+2YE
(x+y-2)? = X4y +2+2xy-2x2-2yZ
(x-y+2)? = X+ '+2°-Ixyelxz-2y2

Vamos a trabajar con las siguientes figuras:

y| y2
S — (b)
(a)
x
z XZ
y Xy X
X (d)

Figura 1

(f)



Necegitaremos para la actividad que cada egquipo de trabddjo cuents
conn una figura de los tipos (a), (b} vy (c) y dos figuras de los
cipos (dl, ie) ¥ (f).

Sabemos que sumar significa agregar o reunir o yuxtaponer, y
que restar significa sobreponer o cubrir. Vamos a suponer gue
X >y > z, a fin de gue las restas ge puedan realizar geomébrica-

mernke .
Asi por ejemplo, para comprobar la identidad 1), =s decir:

(x+p+z)? = 3 o+ Vo2 + 2xy 4+ Zxz o+ 2yE,
ga lea pide a los alumnos gue dibujen un cuadrado de lado xX+y+z,

¥ gue lo cubran con las figuras que se les proporcionaron. 5 es5-
pera que lleguen a algo como lo gque aparece en la figura 2:

X y z
x
%2
Xty+z
z Xy y2 | yz
y XZ yz | Z2
Figura 2

Siguiendo con los ejemplos, para verificar la identidad:

ix-y-2)? = x + ¥ + 20 - 2Ixy - 2x=z + 2y=,



g les plde que Craten de acomodar 2]l material gus =e les entragd,
a fin de wverificarla. Se les hace nobar gque no importa de qué
miembro de la identidad partan para su demostracifn geomé&trica.

Una solucidén podria ser la sigulente:

Ge ugan primera- -_—
mente las figuras co-
rrespondientes a x y ',
formiandose la figura
giguiente (Figura 1} :

Esta figqura
reprasenta entc-_r.tcea =

. y2 |y

X y

Figura 3

e wusan luego dos figuras
xy, con las gue se cubre la
figura inicial.

L4
La figura muestra, entonces hasta

el momento, la igualdad:

(x-317 = x + ¥ - 2xy

Figura 4

Trabajemos ahora sobre el
cuadrado de lado x-yv. Lo “cubrimos® usando las dos figuras x=,
quedando como se muestra en la siguiente figura (Pugura 5):



Ohservemos
dos cosas im-
portantes:

1) Del cua-
drade original
sclamente gue-
da sin cubrir
un cuadrado de
lado x-y-=

2) Las fi-
quras HE re-
cign colocadas
coma estan "cubriendo", estdn restando. Perc hay una parte de el-
las que "no estdn restando de nada" por estar fuera de la figura
que ya se habia formado. Para compensar eskta "resta de nada”,
usemos las figuras gque aldn quedan y no se habian usado: dos vz v
una z'. Las colocamos donde corresponde segin meustra la figura 6:

z yz

Tenemos -1ef##f
y

entonces  aho- ,; e
#® £
} 72

tando lo hecho
an log dos dl-
timos pasos,
la igualdad a
verificar:

ra, reprasen- -
T

x - ¥y - =) =

¥ o+ ¥ - Ixy - 2xz + 2Zyz + 2.



Para verificar (x+y-z)? = x' + ¥ ¢ 2 + 2Zxy - 2xz - 2yz, una
solucidn posible seria la siguiente: se usan primeramente las for-
mas x, ¥ y las des xy para formar:

— x ¥
x
x Xy
X 1?
x ¥
¥ xy ¥
A * Y
Figura 7

En easta figura tenemos representado (x+y)* = X + 2xy + y. A
esta figura le adosamos g, con lo gque tenemos:

Egta figura representa a

B 2uy s P+ 2

Educa Costurrisense (IEMEX

E

[l
\ s _‘!
i Faucultad de Educsciim

LT

Figura 8
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Luego, a esta figura le sobreponemos los rectdngulos xz ¥ OVE,
fsequn se muestra en la figura 9:

X +V - =z

,
K+y-z WL

FEefdd Esta figura representa a

My
FEELE B N L
111717 =

MO SSSSA
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ARRARN x WAL v fid

2]
e

Figura 9

Observe gque finalmente gqueda gin "cubrir" un cuadrado de lado
{x + ¥y - 2], por lo gque se puede escribir:

(Z+y-2)" = 2 + 2xy + ¥ + 2 - Zxz - 2vE , o bien:

(x+p-217 = ¥ + 3 + 2 &+ Zxy - 2xz - 2¥E.

:¢Como haria usted para verificar que

(- v+ 217 = ¥ + ¥ + 2 - 2xy + 2xz - 2yz

-0-



verifiguemos ahora gque:
(x - v + =) = & + ¥ + 28 - Ixy + Zxz - ZyZ

x-y

x Figura 7

¥

=T | |
¥ | ]
v x
En la figura 7 hemos representado x + 3 - 2Zx); por tanto
queda un cuadrado de lado (x-3).

® -y + Z
|

|
(S A -

x-y
H-Y+T

Figura B



Ahora tenemos (x-y)*® + 2xz - 2yz y nos guedaria una figura
coma ge observa en la figura 2.

-y
Ky s

-y

Figura 9

¥y 81 le agregamos 2° obtenemos un cuadrado de lado (X-v+2), tal vy
coms lo wemos en la figura 10:

HK-Y+E

. K-Y+E

Figura 10
Por tanto:
l-p+z)?® = {x-y)% + 2xz - 2yz + 2 - & + ¥ + 2 - 2%y v Zxz - 2ye.

Asi quedan justcificadas por medin del apoyo geométrico las
cuatro gituaciones gue nos planteamos al inicio.

Es importante notar que las soluciones ilustradas no son Gni-
cas. Se podrian presentar otros "acomodamientos® de las figuras
que conducen a los mismos resultados, por tanto esta actividad se
presta para que los alumnos digcutan sus diferentes posicicnes.



IV

REPRESENTACION GEOMETRICA

DE LA MULTIPLICACION DE BINOMIOS

Ya hemos visto la ayuda invaluable que la interpretacidn gseo-
métrica presta cuando se ensefla Algebra. Ademds de clarificar los
conceptos gue se estudian, proporciona un medioc gue entusiasma a
los alumnos y los motiva.

En esta actividad wveremos cOmo un sencilleo disefio geométrico
puede ayudar a visualizar la multiplicacifn de dos binomios. Este
disefio lo podesmos observar en la figura 1 y seri la base para las
posteriores presentaciones.

[0 o S = S = S s S =

Figura 1

a-

a a a B |[b |bB |b |bB |b

Para visualizar la regidn comprendida por el rectdngulo de
dimensiones (2a+h) vy (a+3b), ocuya 4drea serd precisamente
(2a+b)={a+3b), o sea la multiplicacidn de dos binomios, usamos el



disefio anterior y cbservamos, tal y como se presenta en la fig. 2,
que el area del mencionado rectdngulo es el resultado de la suma
de las siquientes regiones: dos cuadrados de drea a!, 3 cuadrados
de drea b' y 7 rectdngulos de drea ash y por tanto:

(Za+b) (a+3b} = 2a° + 3P + Tah

ab ab |b*
ah ab |B*
a + 3b
ab ab [b*
J a* a’ ab

a a b |[b|b |b |b |b

|
2a + b !
Figura 2

|
[
o o w oo Ulji oo

Despugsa de que el alumno ha adquiride confianza utilizande
este disefio para efectuar multiplicaciones de binomics gque involu-
cren (nicamente términos pogitiveos, elleos pueden incurgionar en
productos de binomics que involucran diferencias. En las figuras
3fa) y 3(b), se muestra el resultado de multiplicar (a-3b}#{2a-b),
siguiendo el giquiente criterio:

1) 5e localiza en el disefio 1a misma 4rea rectangular como si
s& tratara de sumas.

2) Se sombrea diagonalmente el Area -3b, tal y como se obser-
va en la figura 3(a).



1) Se sombrea diagonalmente, v en direccidn opuesta, el drea
-b del sequndo factor, tal y como se obgerva en la figura 2{b}.

4) Para escribir el area total se consldera positiva el drea
que quede sin sombrear o la que gquede "doblemente sombreada” y se
considera negativa el drea gue quede sombreada diagonalmerite en
una sola direccifn, en uno u otro sentido. Asi el producto
{a-3b)#(2a-b) seria igual a:

2a® - 7ab + 3B

=hb e vEavs AR R SRS AR Y

VALY vy Figura 3
a IEANFANE FANEA N

AR A A EA YL
a JEVEEY FEVE

a -b--b--b
(a) (o)

Puesto que al sstudiante este procedimiento podria parecerle
una arbirtraria mezela de sumas ¥y restas, Se sugiere la siguiente
justificacién: ya que las dreas gue guedan sin sombrear represen-
tan el producto de dos cantidades positivas (a y 2a), éstas deben
zer sumadas. Las regiones sombreadas diagonalmente en un solo sen-
tide, son el producto de un térming positivo y uno negativo (a y -
b, -3b y 2a), por eso se restan. Las regiomes "doblemente sombrea-
das" representan el producto de dos términos negativos
(-31b v -b), el cual es positivo: 3P°, por eso debe sumarse.

Esta técnica puede utilizarse para ilustrar el producto de
dog factores, uno gque sea la suma de dos términos y obro gque sea
ila diferencia de dos términos.

En la fiqura 4 ( pagina siguiente). se ilustra el producto
(a+3b) e {2a-Db)



(7t el iili7

Figura 4
2a - b

Entonces:
(a+3b)e{2a-b) = 2a° + 6ab - ab - 3B = 2& + 5ab - 35

Un caso particular de producto de binomios del tipo que aca-
bamos de presentar, gseria el producto de la suma por la diferencia
de dos cantidades [(a+b)e({a-b), nuestra conoecida tercera férmula

notable, que se podria representar tal y como la vemos =n la figu-
ra 5.

f!ﬂ
a+ b L
ff
a->5b
Figura 5.

Y por tanto (a+b)e{a-b) = a* + ab - ab - P* y agi tenemoe otra al-
ternativa mids para verificar este producto notable.
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GEOMETRIA Y FACTORIZACION

En esta seccién. se dardn algunas ideas de como podemos uti-
1izar 1a Geometria en 1a visualizacibn de 1a factorizacion, utili-
zando las figuras geométricas. sus dreas y volimenes para que el
estudiante vaya adquiriendo el concepto de factorizacidn de algu-
nas expresiones algebraicas.

FACTORIZACION POR FACTOR COMUN ¥ POR AGRUPACION DE TERMINOS
Se presentan figuras como

a b

¥ con ellas se les pide a los estudiantes que den significado a la
exprecifén ax + bx y gue traten de acomodarlas formando un rectén-
qulo del cual deben dar sus dimensiones y sus ireas y lograr gque
aobtengan:

A = {(Ba+b) x

a+b

Se les pide le den significado geométrico a expresiones como
2x' + 6x y gque formen con ellas un recténgulo y encuentren su
drea, Podrian obtener diferentes interpretacicnes: 2x(x + 3) o©
x{2x + 6), ambas estarian correctas. 5i se guiere gue obtengan la
factorizacidn completa se les guiard a ello.



Se presentan luego figuras sSlidas para gue formen paralele-
pipados, mediante el significado gue pueden darle a expresiones
como 2x + 4x* + 3x,

Para la factorizacidn por agrupacién podrian presentdrseles
expresiones como &' + ab + ax + bx, am - bm + am - bm. Con al ma-
terial en que se encuentran las figuras que tienen como Areas las
presentadas en lag dos expresiones algebraicas, y pidiendo organi-
cen su material para encontrar lreas de los rectdngulos gue con
ellos formen. En el casoc de la resta debe cuidarse que asb para
gue se pueda representar geométricamente.

ax bax

a b
A rect. = [a+bh)=(a+x)

Podria agruparlos de diferentes maneras; asi se wveria cfmo
unas funcionan y otras no, 8i esa posible formar o no un rectdngu-
lo.

En caso de la resta ésta ee vigualizaria gobreponiendo un
drea sobre otra, de alli la importancia de tener en cuenta que
a=h. ( siguiente pégina)



a-=->b

El nueve rectingulo tiene como &rea (a - b)e(m + n)

FACTORIZACION POR IDENTIDADES ALGEBRAICAS
La expresidén 4»° + 4xy + ) seria el Adrea de cuatro cuadrados
de lado x, de 4 recténgulos de largo x ¥y de ancho ¥, ¥y de un cua-

drado de lado y.
Con estas fiquras se construyen un cuadrado cuya Area seria

4 + 4xy + ¥

x x Y

i xi xl x?-

X x® x* xy
A= (2x + y)?
luego:
4% + 43y + y?
= (2% + y!?

u xy xy ¥y




Otro ejemplo: x* - 4y seria restarle el &rea del cuadrado de
lado x, el drea de 4 cuadrados de lado y. Recordemos las limita-
cignes al utilizar geometria; en este caso debe ser x>y, ¥ nos
gqueda un rectdnguleo de largo (x + 2y) y ancho (x - 2y). BEs decir:
2 -4y = (x + 2¥) (x - 2¥).

3

i i

X + 2y

Factoricemos geométricamente x* - 6xy + 9y*. BSe trata de res-
tarle al drea de un cuadrado de lado x mds 9 cuadrados de lado y,
el area de 6 rectdngulos de lado x y ancho y. Trabajamos con las
figuras: (Nota x=y}.
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x - 3y

x - 3y

¥y = (x - 3.

de lado x - 3y cuya &rea seria

*

En rodos los casos se trata de formar recténgulos con a=0 con
+

0 sea, nos gqueda un cuadrado
las figuras dadas:

(x - 3y)?* y la factorizacitn de ¥ - 6xy + 9
¥ + 5x + 6 tendriamos

FACTORIZACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA ax* + bx + ¢

L




(x « 3)o(x + 2)

Egs decir:

(x -3},

x* - 7x + 12: en este caso, la expresién es equivalente a »* -
(x - 3), asf 2 - Tx + 12 = {(x = 4)

4x + 12 - 3x; asi se reponen 12 unidades y luego se quitan 3x que-

dando un rectédngulo de largo (x - 4) y ancho (x - 3) cuya frea

seria (x - 4)

2.

x + 2x - 15 seria eguivalente a ¥ + 5x - 3x - 15

3.

+

X+ 2x - 15 = [(x + 5) (x - 3}

Asi:

- BXx + X = 3 entonces:

2x

2x* - 5x - 3 tendriamos:

4.

2x - 5x - 3 = (2x + 1)e{x - 3)

x_




VI

LOS TRIANGULOS SEMEJANTES

Y LA SUMA Y RESTA

DE RADICALES SEMEJANTES

En esta actividad se pondrd de manifiesto la estrecha rela-
cién que existe entre los tridngulos semejantes ¥ la regla para
gumar o restar radicales. Es un ejemplo mis de cémo, utilizando al
apoyo de la Geometria, se le puede dar significado a otros concep-
tos matemiticos, no necesariamente geométricos.

Fodemos considerar gque
dog radicales son semejantes
§i representan la medida de
las hipotenusas de dos trién-
gulos rectingulos semejantes,

asi JE- ¥ 3{5‘ ge dicen ser

radicales ssmejantes pues son
las medidas de la hipotenusas
de los triéngulos de la fi-
gura 1, los cuales se pueden
verificar gque son tridngulos
semejantes.

\VF2

1'&’2_

1

Figura 1

Pero Y3 ¥ ¥5 no son radicales semejantes, ya que ellos Te-
presentan las medidas de las hipotenusas de dos tridngulos rectin-

gulos que no Eon semejantes,
figura 2.

tales como los gue aparecen en la

Es fécil comprobar que estos trifngulos no son semejantes,

puesto que 1/1 = 2 /2.



Por otra parte, si
trazamos un segmento gue una
dos puntos de los lados de un .l ﬂ ,I ‘JE—
tridngulo, de tal forma que
egte segmento sea paralelo al
tercer lado, diremos que sl
tridngulo que se forma estd en \ﬁi 2
posicién de Tales con respecto ;
al trifsngulo original. Ahora Figura 2
bien, el hecho de que en opera-
ciones como ...

Vi o+ 32 -4z 5 32 -z - 2z,

el resultado puede expresarse como un solo radical, mientras que

operaciones como
3 +f5 vy -3,

deben dejarse EN ESA FORMA (o en jerga de clase, deben "dejarse
indicadas"), responden precisamente al hecho de poder obtener o no
con ellose, medidas de hipotenusas de tridngulos recténgulos en
posicitn de Tales,

Veamos el caso de 451-+ 3#5_ = QJE_ Y de 345_ = JE_ -2#5_

en lag fiquras 3 (a) v 3 (b).

En la figura 3(a) tenemos gue:
AADE -~ AEFC ~ aABC,
y asf y2 con 3y2 gquedan "alineados", para representar asi 442

gque es la medida de la hipotenusa del aABC. En la figura 3(b)
tenemos que aMOR~aMNP y asi

W2 -2 =2z,

como se observa en los trisdngulos presentados, gQue estin en
posicidén de Thales.



i3 --

Veamos ahora gqué suce-
derd con tridngulos rectdn-
gulos cuyas hipotenusas

midan Ji_ Y JE_ respec-
tivamente; al tratar de
"alinearlas" vemos gque es
imposible obtener tridngulos
eri. posicién de Tales, como
era de esperar (ver figqura
4(a) v 4(b) ).

=
=]

(a) {b)
Figura 3

Esto implica geométrica-mente

VER
vz
I\ VI A\
2 que si los radicales no son semejan-
1 1

tes, no es posible expresar sumas o
regtas con un #olo radical, éstas

deben que-dar indicadas.

(a) {b)
Figura 4

Posterior a esta explica-cidn de

tipo geométrico, ya &5  Sumamente
facil y factible que el alumno acepte la regla gene-ral que usual-
mente se le da pa-ra la suma o resta de radicales y comience en-
tonces a aplicarla sin ningin problema ni duda.



RESOLUCION GEOMETRICA

DE LAS ECUACIONES

DE SEGUNDO GRADO

Una wvez mis vamos a utilizar las figuras geom@&tricas y sus
dreas para dar gentido y significado a un concepto algebraico. En
esta ocasién trabajaremos con ecuaciones de segunde grado y una
ineSgnita.

Tomemos la ecuacién: » + 10x = 318 {1).

Dibujemos un cuadrado
RBCD (figura 1) y llamemos
x a la longitud del lado,
entonces el &rea de este
cuadrado sera x'. x

figura 1 .

Dibujemogs ahora alre- figura 2
dedor del cuadrado ini-
cial, 4 rectingulos, cada
uno de ellos con Area
2,5x, tal y como Be ven en
la figura 2. Por tantec el adrea de eeta figura seria:

x o+ 4(2,5x) = x* + 10x,

gque de acuerdo con la ecuacidn (1) es 39.



Entonces completando  la ?5%"}5%% ??ﬁf%ﬁﬁ
figura 2 hasta obtener un nuevo ffz.s}’ K{E,EJ‘
cuadrado, como se cbserva en la ffffffh BIIIIF
figura 3, observamos gque el x +.E
drea de este nueva cuadrado es : x
{x + 5)° pero también seria fﬁfff D C;ffﬁff
igual a 39 mis el Area sombrea- j{2*5]} i{2.5}}
da, ;

2. 0 sea nen i) L
39 4 4#(2,5)7 = 39 + 25 = 64 ® + 5
figura 3
Por lo gque obtenemos que:
(x + 5)? = 64, o sea: (x + 5) = 2B
Por lo tanto: xm 3 6 x = -13,

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (1) comprobamos gue
ambos son soluciones de esta ecuacidn.

La completacidn del cuadrado podria hacerse, también, si-
guiendo este obro egguema:

G H
De acuerdo a la figura 4., construimos
dos rectdngulose de lado 5 en dos lados a2x
consecutivos del cuadrado original. La f£i-
'Ef"lra en forma de L gue resulta tiene una B
drea total de x* + 10x, gque de acuerdo con A 1% Sx
la ecuacién (1) es igual a 39, p X
c 5

figura 4



Completando el cuadrado DGIE, segiln e TTTTTT T I
se muestra en la figura 5, encontramos que HHH;HH
el drea sombreada, gue se le agrega a la .r’fﬁﬁf'{h"f
figura en forma de L, tiene un drea de 5° 5},?’ 5?},///3.
=1 AR AN

i
11715 1517

Por lo tanto, el drea del cuadrado NS
DGIE es 39 + 25 = 64, pero también chser- p X i
vamog que 21 lado de este nuevo cuadrado 5
es x + 5, y por tantc su #rea es (x + 5)7,

figura &

entonces concluimos:
{(x + 5% =64, de donde de nuevo x = 3 & x = -13,

Este método de resoclver ecuaciones cuadriticas en realidad es
muy antiguo, tanto gue estd basado en teoremas encontrados en "Los
Elementos" de Euclides. Sin embargo, el presentérselo a los alum-
nos es una experiencia muy enriquecedora, que les ayuda a COompren-
der mejor la ecencia de las ecuaciones de este tipo.

Ccrog ejemplos:

al ¥ + 8x = 8 1. X + 4i(5/4 %) = &
572 X + 5x = 6
A= (x+5/2)" = X*+5X+25/4
x X + 5/2 6+25/4 = (X+5/2)°
43/4 = {X+5/2)°
£7/3 = X+572
X = ]l & X = -6

4 [ T

qmmhfﬂu

b) ¥ +12x = -35

1 74 1.- X4 X) = ¥+12x = -
3 %?E??}{f %gﬁfﬁj e X =4‘[-':*}51" = =35 + 36 *
WA L ) s
% = ¥ % 5?- i:: =-¢11
6.~ X=-506x= =7

%

’?E

Rad
e R T e
L e

5%

|




e) x*+1l4x = 15

o

7T | Tx ﬁ
. g H!% x
x | *x*

TX

d) ¥ +9x = 2

LS}

T T T |

T

e, e

-oxt e 2(Tx) + 49

L= X s lax o+ 49 = (x+7)E
.- 15 %+ 49 = (x+7)?

.- B4 = (x+7)7

= x + T = B

e o X =1 &6 xe -15

¥ +2(9/2x) +8B1/4 = (x+9/72)7
22+ 8174 = (x+9/2)°
169/4 = [x+93/2)°
x+9/2 = $13/2
x=2 6 x= -1,

1
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PRESENTACTONMN

En 1990 por iniciativa conjunta del Instituto de Investiga-
cién para el Mejoramiente de la Bducacién Costarricensze (IIMEC)
de la Univergidad de Costa Rica y de la Facultad de Ciencias
Exactas y Naturales de la Universidad MWacional, se presentd, ante
el Consejo Naciconal para Investigaciones Clentificas vy Tecnologi-
cas (CONICIT), el proyvecto de investigacifm "Plan piloto para el
mejoramiento en la ensefianza de las Ciencias ¥ la Matemdtica®, el
cual busca promover el desarrollo de formas innovadoras en el
aprendizaje vy la enseflanza de las diferentes dreas de las Cien-
cias Maturales y la Matematica.

El provecto fue aprobado por el CONICIT ¥ cofinanciado con
fondos del préstamo CONICIT-BID ¥ los aportes de la Universidad
de Costa Rica y de la Universidad Waciomal. Se integrd un equipo
multidisciplinario con la participacién de las Escuelas de Quimi-
ca, Fisgica, Biologia y Matemitica de ambas universidades, de la
Escuela de Formacién Docente de la Universidad de Costa Rica y
‘del Centro de Investigacidémn v Docencia (CIDE) de la Universidad
Nacional, con la coordinacién del ITMEC por la Univergidad ds
Costa Rica y la Pacultad de Ciencias Exactas y Naturales por la
Universidad Nacional.

La ejecucién del proyecto requirit la colaboracidn del Mi-
nisterio de Educacién Piblica, mediante la participacifm de dos
instituciones de enseflanza primaria y dos de ensefianza secunda-
ria, representadag en la Escuela Repiblica Dominicana (San José&),
la Escuela José Ezequiel Gonzdlez Vindas (Heredia), el Liceo
Rodrigo Facio (San Jogé) y el Liceo Samuel Saénz (Heredia).

gl trabajo conjunto de los docentes de las universidades y
de las escuelas y colegios involucrados, favorecid el desarrollo
de una serie de experiencias innovadoras en la ensefianza aprendi-
zaje en Ciencias WNaturales ¥y la Matematica. Algunas de esas
experiencias se presentan en esta publicacién para compartirlas
con la cominidad nacional y en especial com los docentes que,
desde =us aulas, se esfuerzan por el logro académico de sus estu-
diantes.

La culminacién de este proyecto fue posible gracias a la
confianza y al aporte econémico brindado por el Congejo Nacional
para Investigaciones Cientificas y Tecnologicas, la Universidad
de Costa Rica, la Universidad Macional y el Ministerio de Educa-
cién Pablica, por lo que los docentes de ensefianza primaria,
media y superior participantes, les expresamos nuestro mas pro-
fundo agradecimiento a esas entidades y en especial, al CONICIT,
por su interés en que esta publicacién fuera posible.



MOTA INTRODUCTORIA

Uno de los pasos mas dificiles en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas es la
transician de la aritmética al algebra, dificultad aumentada muchas veces por la arider de la presentacion hecha
en class. Sin embarge, siempre es posible encontrar caminos altermos para hacer mds agradable y comprensible
esta transicion. El material que aqui presentamos liens esa intencidn. Puede ser usado en partes o en su
totalidad, Fue puesto en prictica en colegios del drea central en el marco del Plan Filoto para el Mejoramanto
de la Ensefianza de las Matemdticas y las Clencias. Este Plan Piloto buscd, en los afos en que estivg en
ejacucidn, provesr a los profesores involucrades en &1 mismo de. actividades que contribuyeran no sbla a hacer
agradable el aprendizaje, sino tambidn que permitisran @ los estudiantes construir los conceptos que deblan
estudiar. Este médulo de Algsbra Intuitiva busca involucrar al alumno en fa construccidn de generalizaciones,

_doténdalas de significado. En esta unidad el estudiants tendrd la oportunidad de hacer generalizeciones y
gxprasarlas simbélicaments. El concepto de variable es una de las ideas més importantes an fa Matemdtica y es
el objetivo central de este mddulo.

Los ohjetivos de esta unidad son:

1} Desarrallar un concepte de variable.

2) Dado un patrén geomatrico, reconocerla y axpresarls simbdlicamente.

3) Reconocer un patrén en una regla matemdtica o en una secuencia y exprasailo simbdlicamenta.
4} Resalver una variadad de scuaciones imtuitivamente,

Estas actividades ostén disefiadas para ayudar a los estudiantes a ver, expresar y registrar patrones.
No debe aprasurarsa al estudianis an esta tipo da actividades, Es importante hacer notar que establecer patrones
toma su tismpo. Un primer pase para lograr contar con estudiantes que establezcan patranes, es lograr que
dibujen |2 forma que sigue a varias da una sucesidn. EI sequndo paso es que fos alumnos describan sus patrones.
es decir, qua digan con sus propias palabras la relacidn que encontraron. Pidales también que describan patrones
y quae &l resto de los estudiantes los dibujan.

Ei tercer pasa es que los estudiantes registren sus patrones, primera con palabras y luego simbdlicamente

o
:
|
|
|
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jCUAL ES MI REGLA?

Eeta actividad podria realizarss a través de todo el ano en perfodos cortes, La meta es descubrir ef
patrin numérice, las relacionas y el significado de la variable. El profesor dirige asta actividad con la clase entera.
Ejgmplo de lo que podria ser una sositn:

Masstro: Dienso una regla. Usted puede escoger ufl nimars ¥ yo
lé digo lo gue mi regla hace con ese pdmero. 8i usted cree gue-¥da
adivindg mi regla,-no lo diga en vozZ alta, levante la mano y diga
"regla ". Yo le doy entonces un pimerc y usted me dice como la
regla transforma a ese numero. Yo le diré si estd o no en lo
correcto. ;Listo? Ya tengo mi regla, dems un nomerd.

Estudiante 1: 8 Maesstro 16

Estudiante 2: 5 Maestro 10

Estudiante 3I: 20 Maestro 40

Estudiante 4: jRegla! Maestro: 12 Estudiante 4: 24
Macstro: 5i, eso es lo gue mi regla hace.

Eatudiante 5: [Reglal Maestro: 3 Estudiante 5: 9
Maestro: No, mi regla dice &

Estudiante 6: 4 Maestro: 8, eto.

Conforme los estudiantes le dan sus nimeros, el profasor los ird escribiendo en la pizama. Podria dibujar
una Fecha del nimero a |a respussta. La pizarra da esta sasion luciria asi:

=

I

R B = |6
| & ~— = 10
[ 20 e = 40
Il 12 s > 24
| 3 == 6
| 4 —> 8

Continie esta actividad hasta que varios estudiantes conozcan la regla; entonces pregunte al primer
esludiants que consiguid la regla que le cuante al resto de la clase cémo lo hize. Pregunte si aljun ofro
estudiante lo pens de manera diferente. Escriba en |a pizarra la regla con palabras. Mo utifice simbalos todavia.

Bon> B § ez D 20 e = A0, afc. Regla: Multiplique per dos.
Continde jugando con una nueva regla. Comience can reglas téciles, tales como sumar 5 & restar 3.
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Después podra utilizar reglas mas elaboradas que requieran dos & mas pasos. Mientras juegue, cambie el lugar
de |a variable. Ensaye alguna de estas reglas: Zn+d, 3n-1, 20-n, n®*n, r*n -1, 62, nln+1), etc.
Para cada uno de eslos patrones sa repita el proceso: ver, describir, registrar.

PIENSE UN NUMERO (PUN)

Estas actividades servirdn pars ayudar a los estudiantes a explorar exprasionss algebraicas y reglas, y
para desarrollar &l concepto de variable. Se debe enfatizar an la destreza de representar grificamente dichas
gupresiones v las oparaciones aritméticas  involucradas en: ellas. De este mods ef significado de  adicidn,
sustraccion, multipicacién y divisién se vuelve més claro y tembién el significado de la veriable, ya que al
reprasentar a ésta com una figura, vemos cime puade variar, Los estudiantes podrdn también verificar que sus
PUN trabajan para diversos valores.

Hay tres diferentes nivelss de repressntacion de un PUN. La primara s en palabras, ez decir, laz
instrucciones. La segunda es una representacitn pictérica y la tercera la representaciin algebraica.

El énfasiz de esta unidad esté en las dos primeras reprasentaciones: palabras y gréficos. La notaciin
algebraica tomara tiempo en Negar.

Un ejemplo da las tres representacionss se muestra en el cuadro abajo. La actividad 7 contiene un
ejgmpla de sasin con PUNs,

Palabras Graficos Algebraico Verificacidn
Piense un ndmero ] n 7
Afiada 1 ] + 1 n+l B
Multiplique por 2 J+20+12 2n+2 1€
bonss a1 prineipio. [ + 1+ 1 ne2 3
Regte 2 D n 7

Su resultado es el nimero gue usted pensd al principio.

Para empezar a usar PUNs debe lear primero las instrucciones y decir a sus estudiantes que fas sigan.
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Pregunte a fos alumnos con. qué nimero comenzaron. Repita el proceso hasta que eflos puadan verificar el PUN
para diferentes nimeros,

Para comprobar la razén de que los PUNs trabajan, dibuje |a representecion pictdrica mds cercana a las
palabras. Usando dibijos y palabras efabore sus prapios PUNSs y ponga a los alumnos a verificarlos con diferantes
nimeras.

Al expresar los PUNs algebraicamente muestre el paralelismo existente con la notacidn algobraica, pero recuerde
que no e debe i tan lejos en esta unidad. Recuerds que los concaptos de variable, multiplicacion y divisibn son
mas importantes aqul,

Las siguientes actividades se realizardn en hojas de trabajo, las cuales aparecen en el anexo.
ACTIVIDAD 1

OBSERVANDO Y CONTANDD PATRONES.

Objative: Los estudiantes verdn y describirin petrones fisicos y pictérices.

{ntroduzca la unidad disponiendo de un patrén que usted haya creado usando bloques o algin otro objeto
fiisice. Pregunte al estudiante sobre la figura que seguiria en el patron presentado. Deben describic lo que ven.
Deben construir tambidn la' figura que sigue. Repita este proceso con varios patrones fisicos, luego repita el
praceso usando dibujos de los patrones.

Para realizar la actividad primera, los estudiantes completaran las hojas de trabajo 1y 2.

ACTIVIDAD 2
REGISTRANDD PATRONES

Objetive: Los estudiantes registrardn fos patrones de figuras en palabsas.

Discuta las hojas de trabajo 1y 2 con sus estudiantes y plidales que describan bos patrones vistos en
clasa. Indague =i alguno percibit algin patrdn de manera diferente. Pidale a éstos que describan lo que vieron,
Pidates que registren con palabras los modelos o patrones que ellos obsarvaron.

Para practicar viendo, contando y registrando los patrones en palabras, los estudiantes complatardn |



hoja de trabajo 3.

ACTIVIDAD 3
VIENDO, CONTANDO
Y REGISTRANDO PATRONES

Dbjetive: Los estudiantas practicardn vienda, contando y registrando patrones pictéricos.

Discuta la hoja de trabajo 3. Oue los estudiantes lean algunas de sus descripciones y discutan las
diversas maneras como ellos ven los patrones. A los estudiantes sa les dificulta hacer sus descripciones pues
temen que éstas no sean comprendidas por los demds.

Después de la discusitn de los patrones de ls hoja de trabajo 3, digale a los estudiantes que
confeccionen sus propios patrones pictdrices. Haga intercambio entre elloz y que vean, cuenten y registren.

ACTIVIDAD 4

DE PATRONES PICTORICOS
A PATRONES MUMERICOS

Dbjetivo: Los estudiantes trasladardn los patrones pictdnices a patrenes numénicos.

Se empezar esta clase jugando " Cufl es mi regla?™. Se tomardn ahora patrones que han side dibujados
para transformarlos an patrenes mumericos,

Dibuje este patrdn, o una similar, an el pizarchn o en el retraproyector.

XX
XX XX
XX XX XX

XX XX XXooXX

Pregunte a los estudiantes sobre el tipo de patrin que se establece y digales que dibujen las prévimas
dos figuras del patrin,
Preginteles cudntas x s8 usaron en la primera figura, en la segunda, en |a tercera, y asi sucesivamente.
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Registre estas respuestas en una tabla como la siguiente:

Forma # Nimero de x _l

2
4
fa
a
10
12

|| ChLN B AP =

Dibuje una flecha de la primera a la segunda columna para cada fila. Diga: "Doy al 1 el 2, &l 244,
al 3 el 6. Si estamos jugando, ;cudl es mi regla?, ;alguien puede adivinar cudl es?”

Si ninguno ve la regla, dbuje algunas figuras méis y regisire el ndmero de x que se necesitan. Alguien
deberia establecer que la regla es “mullipicar por 2". Escriba la regla debaj de la tabla. Use palabras, no
simbolos. Repita el proceso con ofro pakrdn.

Los estudiamtes han usade los patrones que han completado en la hoja de trabajo 3 y registrado los
patrones pictrnicos en patrones numéricos en la hoja de trabajo 4. En un pase pesterior han tratado de encantrar
la regla. Un problema que se puede presentar al hacer esta actividad es que vean los patrones de la sequndd
columna de |a tabla y quieran usaros como la regla. Enfatice que existe un patrdn en la tabla pero que se
necesita encontrar |z regla que se pueda aplicar al nimero que se encuentra en la primera columna para obiener
al nimero gque se encuentra en la sagunda colemna. Miantras se discuten los resultados de esta hoja de trabajo,
prequnte a sus alumnos si es posible establecer una relacifn entre al patron en la segunda columna y la regla.

Distribuya hejas en blanco entre sus alumnos al fin de esta unidad para que establezcan sus propios
patrones

En esta actividad se usa | hoja de trabajo nimero 4.




ACTIVIDAD 5
PREDECIR EL N-AVD TERMIND
EN EL PATRON.

Objetive: Los estudiantes predicen el nimero de figuras necesanas para un tirming desconocido del
patran.
Dibuje el siguiente patron sobre la pizarra o al retroproyector:

i

Registrela en una tabla y encusntre la regle. Pregunte a los estudiantes cudntos cuadrados se necesitan
para hacer la 10™ figwa, la figura #25, la figura #100.. Ayodelos a encontrar ia regle que utilizardn para
contestar a astas pmgnnlas.

Los estudiantes han comphetado la hoja de trabajo # 5 (note que realmente se estd eveluando funciones
¥ wanns valores de la variahle ).

Después se discute la hoja # 5.
Los estudiantes completan la hoja de trabaje 6. Esta hoja proved una transicién enmtre los patrones

geamélricos y los patrones numericos.

ACTIVIDAD 6
REGISTRANDO PATRONES NUMERICOS

Objetivo: Los estudiantes registrarin patronas numérices.
Esta actividad es similar a la actividad #4. Esta ver se registrarin patrones numéricos en vez de
patrongs geomdtricas, La tabla que se usard es como ésta



término numero
1
2
3
4
5
b
Use este patrin numérico: 2, 7, 12, 17, ., . . . Pida a los alumnos que Henen los

espacios en blanco, Registre este patrén numérico en una tabla. Discuta el signiticado de la palabra "términa™.
Pida a las estudiantes que encuentren la regla que les parmiticd encontrar cualquiar térmimo de su patrin.
Haga sus propias secuencias numéricas y muéstrele a los estudiantes edma registrarias en una Labla.

Les estudiantss complatan a hoja # 7. Después de discutirla puede pedirles que predigan el 10mo, 2bave
o 100mao términe del patrdn.

ACTIVIDAD 7
INTRODUCIENDO PUNs

Objetive; Los estudiantes explorarin el conceplo de variable.

Les ia actividad PUN antes de hacer esta activided. Empigce leyendo algunos de esos trucos numésicos
a la clase. La ayuda da una calculadara es importante pere no absolutamente necesaria.

Edad y focha de cumpleaiios:

Escriba su edad. Stmels 5. Multiphgue el resultado por 25. Afiada el dia de su cumpleaiios. Multiplique
por 2. Resta 500. Observe el resultado: los primeros 2 digitos son su edad y si usted toma la mitad de los
Gitimas dos digites tendré la fecha de su cumplaadios.



Consiguiende el 2.

Escriba cuabquier nidmero. Afddale 4. Multiplgue par 7. Réstale 4. Dividalo por 2. Reste el ndmero
original. La respuesta es 2.

Cualguler nimers:

Eseriba cualquier nimero. Multipliquels por 3. Anadale 6. Heste el nimero original. Divida por 2. Reste
3, Su respusta es el nimero con el cual se comanza.

Direccidn y edad:
Escriba e nimero de su casa. Multipliquelo por 2. Afiada 5. Muttipliquelo por 50, Afada su edad. Afada

905, Reste G15. Vea su respuesta Los diimos dos digitos son su edad y los primeros digitos son la direccidn
de su casa

Discuta con su clase por qué creen que astos "truces” funcionan. Para examinar el por qué utibce uno
de los dos (Rimos ejemplos y dibuje figuras para mostrar In que sucede. Mientres usted esta hablando, a través
del problema muéstrele a los estudiantes lo que se debaria dibujar & ta par de cada instruccién. Un ejemplo de
una sesion para "cualquier ndmera”, es la que sigue:

Las instrucciones y dibujos Oué se debe deci
Ezcriba cualquier nimesro ;0ué se puede utilizar para representar cualquier nimera? (si
_ los estudiantes no
l sugieran mingiin simbolo, higale usted)

z0ué decir de una caja? Podria significar
2 4 16 & 26. 5i no sé cudnto es, podria
sar cualquier cosa.

3 0ué sigrifica multiplicar por 37
{Salicite respuestas) ;Como puede dibujarse asto?
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1

Multipliguels por 3 Afiada &
pCima 4
|_| |_—| Ij I:I ‘: 111111  Duedes mostris
la suma de 67

Reste el nimerc gue usked
escribid originalmente ;0ué sigifica restar?

‘ | l 111111 i0ué quitariamos?

ilud 83 lo que dejamas?

Divida por 2

jComo se puede ilustrar la disidn por dos? {Musstre a los

l 111 111 astudiantas cémo dividir lo que Gene en dos grupos iguales).

Luega escriba uno de es0s grupos.

Reste 13
yCimo se puede ilustrar la resta de 37

jOué nos dejamos?

Su regpussta es8 su nimero
original. ;E5 esto io que tenemos?

Repita aste procedimienta pera otro ejemplo. Oue los alumnos traten de hacer su propin PUN, dibujande
primero ¥ luggo escribienda las instrucciones. Haga qua sus alumnos verifiquen que su PUN funciona.
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ACTIVIDAD 8
PRACTICAS CON PUNs

Objetivo: Los estudiantes practicaran interpretando PUNs

Las hicjas 8, 9 y 10 pueden usarse para syudar a los estudiantes & escribir instricciones para PUNs
dades los graficos y dibujar grifices cuando se dan las nstrucciones.

Mientras 2o discuten las hojas de trabajo continbe verificando los FUNs para nimeros.

Cuanda los estudiantes ya manejan correctaments al asunto, trate de que ellos hagan sus propics PUNs.

Continde enfatizande que |a caja puede representar a cualquier nimero. Su valor varia.

ACTIVIDAD 8
NOTACION ALGEBRAICA

Objetive: Los estudiantes escribirdn expresiones algebraicas.

;Cudnto espacio toman los "PUNs"? zHay alguna forma da abrevier o simplificar lo que s hace con los
"PUNs"? El propésita de esta actividad es intreducir la notaciin algebraica. Use pregunias semejantes a las
anteriares para animar a la clase. Use alguno de los PUNs ya heches y escriba simbélicamente lo que sucede.

Los estudiantes completan la hoja de trabejo 4 11.

ACTIVIDAD 10
POSIBILIDADES

Objetive: Los estudiantes explorardn escribiendo expresiones numéricas.

Es muy itil para los estudiantes explorar los posibles nimeros que pueden usarse para satisfacer ciertas
condiciones. En lugar de dar a los estudiantes problemas para los cuzles ellos daben dar las respuestas, el
proceso puede revertirss provechosamente; déles a ellos una respussta y déjelos que allos confeccionen el
probleima.
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Pida a los estudiantes que encuentren modos diferentes como ellos puaden llenar loz espacios en blanco
para que el resultade sea 12. En medio de cada espacic en blance debe estar Una aperacidn { +.,-,. |

12wt ¢ 3 i

Discuta sus resultados y haga problemas similarés.

Pida a los estudiantes diferentas maneras de poner paréntesis y encuentra al valor faltante para
completar la expresidn:

§-24+48+2x

Discuta resultados. Pida @ los estudiantes que expliquen las estrategias que utilizaron para resohver el
problema. Una variedad sin fin de problemas pueden sar expuestos por los alumnos. Escoja algunas.

Los estudiantes hacen la hoja de trabajo & 12,

ACTIVIDAD 11
ORDEN DE LAS OPERACIONES

Objetivo: Los estudiantes tendrin en cuenta el orden en las operaciones cuando evalilan expresiongs.
Pida a los estudiantes que la digan a qué es igual 3 + 4 = 2. Praglnteles si podria ser igual a otro
ndmero. Discuta Is nacesidad de Nlegar a un acuerdo respecta al orden en que deben realizarse las aperacianes.
Introduzca el orden en las operaciones y hega los sjemplos apropiados.
Los estudiantes complatan la hoja de trabajo # 13.

ACTIVIDAD 12
DARLE VALOR A LA EXPRESION

Dbjetive: Los estudiantes evaluardn expresiones algebraicas.
Pida a los alumnos que escriban axpresiones algebraicas para las reglas: "sumar 5", "multiplicar por 2

y anadir 3", "multiplicar por 4 y restar
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Seleceione “shadic 6 y pregunte cudl es su valer. Repitalo con las otras reglas.

Antes de panerlos a trabajar en la préxima hoja de trabajo, se deberia permitir a los estudiantes ver que el valor
de cada sxpresidn depende del valor que se escoja para la variable. Relacione esto con la prediccidn de las
formas que se necesitan para dibujar alguna de las figuras de los patrones do la hoja de trabajo # 5. Mudstrele
a los estudiantes céma evaluar expresiones algebraicas y haga los ejemplos apropados.

Las estudiantes complatan la hoja da trabajo # 14, Esta les proporciona pricticas sobre evaluaciin de
gxpresiones ¢on UAa variabla y de expresiones con mis de una variable.

ACTIVIDAD 13
RESOLVIENDO ECUACIONES

Objstivo: Los estudiantes resolverdn ecuaciohes intuitivamente.

Antarior a cualguier tratamienta formal de resolucidn de ecuacionas, es Aul que los pstudianies primers
resuelvan ecuaciones intuitivamenta. El método “sncubierts”™ estimula a los estudiantes a usar el sentido comin
y @ razonar &R we2 de utilizar las reglss para resolver ecuaciones. El matodo “gncubierto” ¢s una de las maneras

de resolver scudaciones, no es el dnico moedo; estimule @ los estudiantes a resoluer gcuaciones e la manera que
ellos o deseen.

Escriba la expresidn "n + 5 sobre el pizarrdn o el retroproyector.
Pregintels & los estudiantes bajo qud circunstancias ssa expresidn tomard ef valor 9. Utilice la discusion que se
da an la clasa para escribir la expresion n + 5 = 8 y para contestar la pregunta anteriormente formulada.
Enfatizar que resolver una ecuacidn es encontrar el valor de la variable cuando ya se conoce gl valor de |a
expresibn, podria minimizar la confusidn de lo que realmente significa una ecuackin. Pida a los estudiantes que
verifiquen sus resultados. Ensaye mds ejemples, tales como: ;Bajo qué circunstancias | expresidn 2x tiene un
valor de 12?7 ;Cuéndo 9 - w tiene un valor de 67 ;Cuéndo Ja + 5 tiene un valor de 112 Escriba las ecuaciones
y resuélvalas. Repita este proceso con sjemplos apropiados para la clase. Mientras na resuelva ecuaciones mas
complicadas, usted pueda seguir utilizando el métado “encubierto”™. Mo es necesario que lo ame asi en la clase.
Simplements Gselo. Discuta también los otros posibles métodos que los slumnos usen para resolver las
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Loz estudiantes completan las hojas de trabajo 1508 y 17,
Un ejemplo def método "encublerta™ se verd a continuacidn,

EL METODO ENCUBIERTO PARA RESOLVER ECUACIONES INTUITIVAMENTE.

Para resolver: - 3n + 6 = 18

cubra |a variable [j + 6 = 18

Prequnte qué se debe afiadir 8 B para chtener 18. Los estudiantes 12 & 6 = 18
responderan 12,

Asi que la parte cubierta saria 12, Asi que [I = 12
Descubira |a variable y deje que esa parte sea igual a 12 in = 12
Pregunte qué ndmera multiplicade por 3 da 12 n = 4

Los estudiantes han verificada que 3n + & serd 18 cuando n es 4.
Los estudiantes trabajaran las hojas de trabajo 15, 16 y 17

ACTIVIDAD 14
ESTUDIO DE RESTRICCIONES

Objetive: Los estudiantes explorardn las restricciones sobra una ecuacidn.

Explorar las restriccionss mmplicitas en un problema poede ayudar a los estudiantes a entendar major as
variables y sus dominios. Cualguier cuacion thena implicitas sus restricciones. Por ejemplo, considers:
Area = largo = ancho
Se asume que cada cantidad represanta un nimero posilive o, tal vez, cera. También es justo asumis
que la longitud y el ancho astén medidos con la misma unidad de medidas (centimatros & pulgadas, por ajgmplo).
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Los mateméticos experimentados entienden faciimente estas supasiciones. Para los alumnos que inician
#l estudio del Algebra esto a veces no es tan claro. A estes gstudiantes bos cussta captar las resiricciones
impuastas sobre las ecuaciones.

Discuta con la clase las restricciones en este problama
"Encwentre 3 nimeros enteros positivos cuya suma sea 100"

Una restriccion inicial 85 que los nimeros sean positives. Dtra es que glios deben sumar 100, Podria
parecer que los ndmeros podrian ser del 1 al 88, pero como se trata de 3 nimeros, la gscoqencia oel primer
nimera debe hacersa con nimeras del 1 al 98. Supdngase que e escoge gl 20, jExisten restricciones nuevas
para el segundo mimaro? Claro, este dabe ser un nimero del 1 al 7. Supdngase que tomamos ol /. Ahora el
tercer nimers estd completamenta determinado. Luego que se discute el problema, se podria poner restriccionss
adicionales &l problema original, tales como: el primer ndmero debe ser el deble dsl segundo. Y luego impaner
atra condicidn: gl tercer ndmero debe sar & unidadas mayor que el primero.

A través de estas actividades los estudiantes puedan ver cime y por qué se establecen las limitaciones
sabre los ndmeros y pueden reconocer |as restricciones asumidas.

Usa los problemas de la hoja de trabajo # 18 paa discutir las restricciones y las presunciones.
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HOJA DE TRABAJO N7.

Dibuje las tres figuras siquientes de cada patron.
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HOJA DE TEABAJO N, 2

pibuje las dos figuras siguientes en cada patron.
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HOJA DE TRABARJO N°. 3

Dibuje las dos figuras siguientes para cada patrén. Luego describa
el patrdan.
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(HOJR DE TRABAJO N°. 3, CONT.)



Tse los patronsgs de la HOJTA DE TRABAJO No. 3. Registre e1 nimero

HOJA DE TRABAJD N°. 4

de figuras necesarias para hacer cada figura del patzrfn.

Figura cuadrados
regla:
.
Figura cuadrados
regla:
5.
Figura cuadrados

regla:

FPigura cuadrados
regla:

FPigura | cuadrados
regla:




1d.

Figura | puntos
regla:
Figura | cuadrados
regla:
Figura cuadrados

regla:

{HOJA DE TRABAJO N°. 4, CONTINUACION)

| Figura

puntos
regla:

Figura cuadrados
regla:




HOJA DE TRABATO N°, 5

Para cada patr&n de la HOJA DE TRABAJO N°. 4, copie la regla gue
encontrd. Luego use la regla para encontrar el nimero de formas
gque se necesitan para hacer cada una de las figuras en el patrén,
como B2 indica en las tablas de abajo.

1. Regla 2. Hegla 3. Fegla
Mo, de figuras cuacradon Ho. de figuras cuadrados Ho. de figuras cuadrados
i i ’ 15
25 25 30
50 =1 T8
4. Regla 5. Regla &, Regla
Ho. da flguraa cuadrades Ha. de Pilguras | punktcse Ha. de figuras | puntos
15 20 10
_3{| a0 25
75 ad 20
T. Ragla &. RBegla 8, Regla
Ho., de figuras puntos Bo. de figuras cusdradon Hao, des figuras cuadrados
25 ] 14
40 35 s
1ap L1 95
10. Begla
Ma. da Figuras cuadrades
30
S0
135




HOJA DE TRARBAJO MNo. 6

Complete los patrones de abajo

1. I, II, IIL, IV,

2. LA, YB, XC, WD,

3. a, c, e, g,

4. DEF, TJK, NOP,

5. a, b, d. g,

6. A, Z, B, X, C, .
7222772200000 222220000 R0 L
8. 121, 1221, 12221,

9. 34, 34344, 343443444
10. 2, 4, 2, 8, 2, 16,
11. 3, 7, 15, 31,

12. 1, 4, 3, 6, 5,

13. 43, 35, 28, 22,

14. 2, 3,5, 7, 11, 13, l?

confeccione algunos patrones literales o numéricos. Deje algunos
lugares en blanco y pida a otros compafierog gque los completen,

15.
16.
17.




T

8.

{HOJA DE TRABAJO MNo. 7, CONTINUOACION)

2. 5; 10; 17; a.
Término nimero
1
2
3
4
5
[
Regla:
i, 7. 18, ) e i
Término nimaro
1
2
a
4
5
&
Regla:
g, 1. 2, e p 12. &,
Término nimero
1
2
3
4
5
&

Regla:

2 0y Ly 20y
Término namero
1
2
3
4
5
]
Regla:
41 5r El‘ r ool
Término namero
'Y
2
3
4
s
[
Regla:
12, 20, 30,
Término nimeroc
L
2
3
q
5
&
Regla:




Encuentre los nimercs gque faltan en cada patrén,

HOJA DE TRABRJO N°. 7

y encuentre una regla para el patron.

3.

3! E! g: I R _
Téfmino nimero
1
2
i
4
5
&
Regla:
3; 5; ?p R— B -
Tarmino nimero
1
2
3
4
5
[
Regla:
2, 5. 8, .+ _ .+ __
Término niimero
1
2
3
4
&
1]

Regla:

2.

complete la tabla

4‘! BJ’ 12’! ) . .
TErmino nimero
1
2
3
4
5
¢ 1
Regla:
B, 7, 9, s o
Término nimerae
1
2
3
4
5
[
Regla:
1: i! gr S — _
[ Término nimero
1
2
3
4
5
[
Regla:




HOJA DE TRABAJTO W®. B

Dibuje representaciones pictéricas para estas instrucciones.

1. a. Piense un nimero a

B Afiada 4

b
g, Multipliguea por 2
c
2. a. Pienae nn nimero a
b. Multiplique por 3
b
o Afiada 2
c
3. a. Piense un nimerc a
b. Anada 2
b
c. Multipligue por 2
]
4. a. Piense un nimero a
b. Afiada 1 b
G Multiplique por 4 c
da. Divida por 2 d

=1 Reste 1 a




HOJL DE TRABAJO N°. 5

Dibuje representaciones pictfricas para cada uno de estos PUN

1. a. Pienge un nimero a.
b. Multipligue por 4
. Afiada B b.
d. Divida por 2
e. Regte 4 8

f. Divida por 2

d.
e.
gu respuesta es el namero
con el cual usted empezd.
- £.
2. a. Piense un nimero a.
b. Ahilada 7
c. Multipligue por 3 b.
d. Reste 18
e, Divida por 3 .
f. Reste el nfimero original
d.
Su resgpuesta es 1
a.



(HOJA DE TRABAJO N° 9. CONTINUACICH)

3. a. Piense un nimerc a.
b. Afiada 3
c. Multipligue por 4 b.
d. Reste B
e. Divida por 2 c.

f. Regte 4

g. Divida por 1 d.
h. Regte 1
",
-

Su respuesta e el ndmero
con el que ugted empezd.

qg.
h.
4. a. Piense un nimero a.
b. Multiplique por 4
¢. Afiada 8 b.
d. Divida por 2
e. Reste 4 c.
f. Reste £l nimero original
d.
Su respusgta =g el naimero
con el gue usted empezd.
e,



HOJE DE TRABAJO N°. 10

Escriba las instrucciones para estas figuras

1 a. a
b b.
: -
d d.
a. e.

Su regpuesta es

.................................................................

. K
. -

Su respuesta es




=

(HOJA DE TRABAJO N°, 10, CONTINUACION II)

Dibuje figuras para las instruccioneg. Eggriba ingtrucciones para
las figuras.

Bt a. Piense un nimero a,
b. Afiada 5
b,
c. Malciplique por 3
d. Reste 1 &
&, Afiada sl niamero
con 2l gque usted empezd 4a.
E. Divida por 2
e.
g. Reste 7
h. Divida por 2 £,
Su respuesta es el nimero g.
con el cual usted empezd.
b.

o O 11 g
e O3 LORTEDINNT |
« Ol .
~Olnglg -
Aol :

g. [:] qg.

Su respuesta es




=

(HOJA DE TRABAJO N°. 10, CONTINUACION I)

O e

T .

Su respuesta es

e | 1] "

Su respussta e&s




(HOJA DE TRABAJO N°. 10, CONTINUACION III}

T a. Empiece con 3 a.

b. Piense un nimero
y slimeselo b.

c. Reste 1

c.
d. Multipligue por 4
e. Divida por 2 d.
£. Reste 2
a.
g. Divida por 2
h. Reste 1 £
La respuesta es el nimero g.
que usted pensd.
h.
B a. a
b. b
e ARRRRRN A
« 1111 :
e a,
i 4

8u respussta es
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